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南京外国语学校 丁晓漫

摘 要

线性规划（Linear Programming）是数学规划的一个重要分支，常用于解决各种最优化
问题，许多信息学竞赛中的模型均能用线性规划表示。直接求解线性规划复杂度一般较高，

而利用线性规划对偶原理对问题进行转化后能以更优秀的复杂度求解问题。本文介绍了线

性规划对偶以及拉格朗日对偶，并对二者的应用进行介绍和总结。

1 引言

在信息学竞赛中，题目中给出线性的约束和线性的目标函数时，就可以得到线性规划

的模型。有些线性规划可以轻松转化成最短路、网络流等容易求解的问题，但另一部分线

性规划较难直接求解。此时使用线性规划对偶进行转化是另一个值得尝试的思路。

早在 2013 年，正式 OI 比赛中就已经出现了利用线性规划对偶求解的问题1。实际上，

2016年的集训队论文中已经出现了对线性规划以及对偶算法的介绍2。而在 2020年，浙江
省选中又出现了可以运用这个算法的题目3，且在近些年，线性规划对偶在各种线上比赛中

出现的频率也有所提升，类型更加多样，故作者认为有必要针对对偶算法再作一个整理和

总结。

在第二节中，作者简单介绍了线性规划模型和一般线性规划的通用解法。

在第三节中，作者介绍了线性规划对偶、对偶原理和拉格朗日对偶。

在第四节中，作者以例题为引，详细介绍了第三节中算法的应用。

1[ZJOI2013]防守战线
2董克凡，《浅谈线性规划与对偶问题》，2016年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论文集
3[ZJOI2020]序列
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2 基本介绍

2.1 定义

对于一组变量 x1, x2, ..., xn 来说，不等式
∑n

i=1 aixi ≤、=或 ≥ b被称为一个线性约束，而∑n
i=1 cixi 则是关于这组变量的线性目标函数。

规划问题可分为线性规划、整数规划、非线性规划、动态规划等，而线性规划是在一组

线性约束条件下，求一线性目标函数最大或最小的问题。

2.2 标准型

为了方便表达一般的线性规划，我们作出规定：

• 如果原模型中需要最小化
∑n

i=1 cixi，则令 c′i = −ci，目标即变成最大化
∑n

i=1 c′i xi 。

• 如果某条约束要求
∑n

j=1 ai jx j ≥ bi，同样令 a′i j = −ai j，约束即变为 ≤ −bi；如果某条约

束要求
∑n

j=1 ai jx j = bi ，拆成 ≤ bi 和 ≥ bi 即可。

• 如果对于某个变量 xi 没有约束，引入两个变量 x′ 和 x′′ ，令 x′, x′′ ≥ 0且 x = x′ − x′′，

容易验证和原模型等价。

经过上述转换，任意模型就转换成了标准型，可写成

max cTx

Ax ≤ b

x ≥ 0

(1)

此处 c为长度为 n的向量表示目标函数的系数，x为长度为 n的向量表示变量，A为 m × n

的矩阵表示约束的系数，b为长度为 m的向量表示约束中的常数。4。

2.3 解法

目前为止，线性规划问题还没有找到特别高效的算法。

多项式复杂度的算法有椭球算法和内点法等，非多项式复杂度的算法有单纯形法5。由

于后者实现难度较低，且实际应用中远远达不到理论复杂度上限，信息学竞赛中一般使用

单纯形法求解。

4称两个长度都为 n的向量 x ≤ y当且仅当 ∀i xi ≤ yi

5可参考 Spyros Reveliotis of the Georgia Institute of Technology.,An Introduction to Linear Programming and the Simplex Algorithm
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3 线性规划对偶

3.1 标准型的对偶

由于任意线性规划都可以被转化成标准型，下面直接给出(1)的对偶，为

minyTb

ATy ≥ c

y ≥ 0

(2)

此处 y称作对偶变量。

同时，(1)也是(2)的对偶，故称二者互为对偶。

3.2 对偶定理

对偶定理即是线性规划对偶满足的性质。

对偶的基本思想是不断寻找 cTx的上界。考虑任意长度为 m的向量 y满足

ATy ≥ c

，那么有

yTA ≥ cT

yTb = yTAx ≥ c

感性理解，yi 是第 i个线性约束的权重，这 m个线性约束加权求和后每个变量的系数

都 ≥目标函数中的系数，那么目标函数的值肯定 ≤加权后的约束值。

弱对偶定理. 即是说，在(1)和(2)的定义下，有

max cTx ≤ minyTb

强对偶定理. 强对偶定理告诉我们，进一步地有

max cTx = minyTb (3)

6

6强对偶定理的证明较为困难，可参考 Gärtner, Bernd; Matoušek, Jiří (2006). Understanding and Using Linear Programming.在此
略去。
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3.3 拉格朗日对偶

3.3.1 一般的拉格朗日对偶

假设 f (x), g(x)均为关于 x的函数，x的定义域为 P。此时要求

max f (x)

g(x) ≤ 0
(4)

我们引入拉格朗日乘子 λ，记 L(λ) = max f (x) − λg(x)，有

(4) ≤ min L(λ) (5)

（注意此处的 x和 λ不一定是一个数，也可能是向量）。

拉格朗日对偶的性质 考虑

L(aλ1 + (1 − a)λ2)

= f (x∗) − (aλ1 + (1 − a)λ2)g(x∗)

= a( f (x∗) − λ1g(x∗)) + (1 − a)( f (x∗) − λ2g(x∗))

≤ aL(λ1) + (1 − a)L(λ2)

也就是说 L(λ)关于 λ是凸的，可以通过二分斜率或三分求得最小值。

3.3.2 线性规划中的拉格朗日对偶

在线性规划中，还是考虑(1)，令 f (x) = cTx，g(x) = Ax − b，λ = yT 。那么 (5)即变成

max cTx ≤ min
y≥0

max
x≥0

cx − yT (Ax − b) = min
y≥0

max
x≥0

(c − yTA)x + yTb = (2) (6)

上式中的最后一步是因为 x的系数为 c − yTA，若 c − yTA > 0则(6)能取到 ∞，不符合
min的要求。

在线性规划的条件下，拉格朗日对偶和线性规划对偶本质相同，但形式不同。如遇到

拉格朗日对偶的 min max形式，可以考虑转化成线性规划问题求解。
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4 在信息学竞赛中的应用

4.1 转化成最小费用流模型

4.1.1 建立模型

对于边 uv ∈ E，令变量 fuv 为边 uv的流量，常量 cuv 为流量限制，wuv 为单位流量的代

价，bu 为 u点的流量需求（即要求流出的流量减去流进的流量为 bu），写成线性规划就是

min
∑

uv

wuv fuv

− fuv ≥ −cuv∑
v

fvu −
∑

v

fuv = −bu

(7)

令 zuv 为 fuv ≤ cuv 的对偶变量，pu 为
∑

v fvu −
∑

v fuv 的对偶变量，写成对偶形式就是

max
∑

u

−bu pu −
∑

uv

cuvzuv

pv − pu − zuv ≤ wuv

再整理一下并把 zuv 消去，可得

min
∑

u

bu pu +
∑

uv

cuv max(0, pv − pu − wuv) (8)

这也告诉我们，如果题目所求为 (8)的形式，就可以用最小费用流解决。

4.1.2 整数性的探讨

在实际应用中，转化成 (8)的形式之后，有时题目会要求所有 pu都为整数。观察 (8)的
形式，实际上有一个很强的结论：

关于整数性的引理. 在(8)中，如果满足所有 wuv 均为整数，那么一定可以在所有 pu 都为整

数时取到最优解。也就是说，每条边的单位流量代价都为整数的费用流的对偶一定有整数

最优解。

证明. 考虑对于最优解所有 pu 的本质不同的非零小数部分个数 k进行归纳。

如果 k = 0，结论成立；

如果 k > 0，任选一个非零小数部分记为 x，记 S 为所有满足 pu的小数部分为 x的 u的

集合，这里显然有 |S | > 0。考虑计算令所有 u ∈ S 的 pu 都 +ϵ（ϵ 为极小量）对式子贡献的

变化以及令所有 u ∈ S 的 pu 都 −ϵ 对式子贡献的变化之和。对于
∑

u bu pu 来说，贡献变化之

和显然为 ϵbu + (−ϵbu) = 0；对于
∑

uv cuv max(0, pv − pu − wuv)来说，需要分类讨论：

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 5
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• 如果 u, v ∈ S ，显然两种情况下 pv − pu 都不变，贡献变化之和为 0

• 如果 u, v < S，同样两种情况下 pv − pu 都不变，贡献变化之和为 0

• 如果 u ∈ S , v < S 或 v ∈ S , u < S，此时有 pu的小数部分 , pv的小数部分。又有 wuv是

整数，那么 pv − pu −wuv , 0。如果 pv − pu −wuv < 0，两种情况下变化后仍有 < 0，贡

献变化之和为 0；如果 pv − pu − wuv > 0，两种情况贡献变化之和为 ϵcuv + (−ϵcuv) = 0

综上，向两个方向变化的贡献变化之和 = 0，那么向某一个方向变化贡献一定不会变劣。不

断向那个方向变化（x也向那个方向变化），直到 S 发生变化或者 x变为整数。这两种情况

下，k的大小都会减小。根据归纳，结论成立。 □

由于上述引理，在本节中可以略去对于整数性的讨论。

4.1.3 例：[ZJOI2013]防守战线

题目描述 战线可以看作一个长度为 n的序列，现在需要在这个序列上建塔来防守敌兵，在

序列第 i号位置上建一座塔有Ci的花费，且一个位置可以建任意多的塔，费用累加计算。有

m个区间 [L1,R1], [L2,R2], ..., [Lm,Rm]，在第 i个区间的范围内要建至少 Di 座塔。求最少花

费。

数据范围 n ≤ 1000,m ≤ 10000

解题思路 令 pi 为前 i个位置建的塔总数，把问题用线性规划描述即为

min pi(Ci −Ci+1)

pi+1 − pi ≥ 0

pRi − pLi−1 ≥ Di

此时，可以将目标函数写成∑
v

pv(Cv −Cv+1) +
∑

v

∞max(0, pv − pv+1) +
∑

i

∞max(0, pLi−1 − pRi + Di)

，变成 (8)中的形式。

4.1.4 例：[Aizu 2230] How to Create a Good Game

题目描述 给定 n个点 m条边的有向无环带权图。可以增长一些边的边权，使得点 0和点

n − 1的最长路不变。求出最多能增长多少边权。
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数据范围 n ≤ 100,m ≤ 1000

解题思路 令 pv 为点 0到点 v的最长路长度。对于边 uv，记 wuv 为原本的边权，xuv 为边

uv增长的边权，D为原图上 0到 n − 1的最长路长度，把问题用线性规划描述即为：

max
∑

uv

xuv

pn−1 − p0 ≤ D

pv − pu ≥ wuv + xuv

xuv ≥ 0

目标函数即为 min
∑

uv −xuv 。又有 −xuv ≥ pu − pv + wuv ，故可以消去 xuv ，将目标函数写成

min
∑

uv

∞max(0, pu − pv + wuv) + pu − pv + wuv

，变成 (8)中的形式。

4.1.5 例：[Utpc2012.12]じょうしょうツリー

题目描述 给定 n个节点的有根树，每个点有一个权值 ci。每次操作可以选一个给权值 +1

或 −1，需要使用最少的次数使得对于任意 u, v满足 u是 v的父亲都有 cu ≥ cv 。

数据范围 n ≤ 100000

解题思路 令 pv 为最终 v的点权，把问题用线性规划描述即为：

min
∑

v

|pv − cv|

pu ≥ pv

引入新变量 p0 = 0，那么目标函数可以写成∑
v

max(0, pv − p0 − cv) +max(0, p0 − pv + cv) +
∑

uv

∞max(0, pv − pu)

，变成 (8)中的形式。7

7直接最小费用流仍旧无法通过本题，需要根据费用流的特殊结构使用数据结构模拟费用流。由于和线性规划对偶无关，具

体细节在此略去。
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4.2 转化成动态规划模型

4.2.1 例：[XX Open Cup. GP of Moscow] Circles

题目描述 给定一个长度为 n的非负整数序列 s1, s2, ..., sn，称长度为 n的非负序列（不一定要

是整数）x1, x2, ..., xn是平衡的当且仅当对于任意 i都有 xi+ xi mod n+1 ≤ si。定义 f (s1, s2, ..., sn)

为所有平衡的序列的中 x1 + x2 + ...+ xn的最大值。给定长度为 n的非负整数序列 a1, a2, ..., an

。对于所有 3 ≤ k ≤ n，求出 f (a1, a2, ..., ak)。

数据范围 3 ≤ n ≤ 100000, 0 ≤ ai ≤ 100000。

解题思路 首先考虑如何计算 f (s1, s2, ..., sn)，写出线性规划：

max
∑

i

xi

xi + xi mod n+1 ≤ si

xi ≥ 0

令 yi 为 xi + xi mod n+1 ≤ si 的对偶变量，那么对偶为：

min
∑

i

yisi

yi + yi mod n+1 ≥ 1

yi ≥ 0

发现对偶之后 yi的取值范围被限制在 [0, 1]。如果能证明 yi的整数性，问题会简单许多。实

际上，除了 y1 = y2 = ... = yn = 0.5的情况外，yi 一定为整数。

整数性的证明. 在环上，如果 yi + yi+1 < 1 就在 i 和 i + 1 之间分段，那么每一段一定都是

a, 1 − a, a, 1 − a交替的。考虑对 0 < a < 1的段数 k进行归纳。

如果 k = 0，说明全部为 0/1，结论成立；

如果 k = 1且 n为奇数，只可能是 y1 = y2 = ...yn = 0.5的情况，结论成立；

如果 k > 1或 k = 1且 n为偶数，任取一段，假设是 a, 1 − a, a, 1 − a, ...交替的，如果段

内奇数位置 si 之和 ≤偶数位置 si 之和，令 a加上 ϵ 贡献不变劣；否则令 a减去 ϵ 贡献不变

劣。如此不断调整，直到 a = 0/1或者和另外一段合并，这两种情况下 k都会减小，根据归

纳结论成立。 □

有了上述结论，令 dp[i][0/1][0/1]表示 y1 = 0/1，yi = 0/1时的最小贡献，最后和全部

为 0.5取 min即可在线性时间内通过本题。
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4.2.2 例：[ZJOI2020]序列

题目描述 有一个长度为 n的非负整数序列 a1, a2, ..., an。每一步你可以从以下三种操作中

选择一种执行：

• 选择一个区间 [l, r]，将下标在这个区间里的所有数都减 1。

• 选择一个区间 [l, r]，将下标在这个区间里且下标为奇数的所有数都减 1。

• 选择一个区间 [l, r]，将下标在这个区间里且下标为偶数的所有数都减 1。

求最少需要多少步才能将序列中的所有数都变成 0。

数据范围 多组测试数据，组数 T ≤ 10，n ≤ 100000。

解题思路 如果只有第一种操作，容易发现答案为
∑

i max(0, ai − ai−1)。那么记 xi 为第 i个

数被第一种操作覆盖的次数，就可以写出线性规划：

min(
∑

i

max(0, xi − xi−1) +max(0, ai − ai−2 − xi + xi−2))

xi ≤ ai

xi ≥ 0

(9)

（此处规定对于 i ≤ 0，有 ai = xi = 0。）

发现目标函数是最小费用流的形式，故整数性得到证明。

上述线性规划目标函数和 0取 max比较难处理，考虑引入新变量 yi 和 zi，有

min(
∑

i

yi + zi)

− xi ≥ −ai

yi − xi + xi−1 ≥ 0

zi + xi − xi−2 ≥ ai − ai−2

xi, yi, zi ≥ 0

令 Xi为 −xi ≥ −ai的对偶变量，Yi为 yi − xi + xi−1 ≥ 0的对偶变量，Zi为 zi + xi − xi−2 ≥ ai −ai−2

的对偶变量，写出对偶：

max(
∑

i

−aiXi − (ai − ai−2)Zi)

Yi ≤ 1

Zi ≤ 1

− Xi − Yi + Yi+1 + Zi − Zi+2 ≤ 0

Xi,Yi,Zi ≥ 0
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将 Xi 消去，得

max(
∑

i

−ai max(0,−Yi + Yi+1 + Zi − Zi+2) − (ai − ai−2)Zi)

Yi ≤ 1

Zi ≤ 1

Yi,Zi ≥ 0

(10)

由于系数是整数的费用流的对偶也存在整数最优解，说明只需要考虑 Yi,Zi ∈ {0, 1}。
那么此时有 Yi,Zi ∈ {0, 1}，dp[i][0/1][0/1][0/1]表示考虑到第 i个数，Yi−1 = 0/1，Zi−2 = 0/1，

Zi−1 = 0/1的最大贡献，转移枚举 Yi 和 Zi 即可在线性时间内通过本题。

4.3 拉格朗日对偶的特殊应用

有两类拉格朗日对偶可以应用的问题：

• 利用拉格朗日对偶去掉一些约束

• 问题本身是 min max的形式，可以通过拉格朗日对偶转换成更简单的形式。

以下分别举例说明。

4.3.1 例：[POJ Monthly 2015.5] MinMax

题目描述 定义函数 F(x1, x2, ..., xn) =
∑n

i=1 µixi ，这里 µi 是常数，满足
∑n

i=1 µi = 1且对于任

意 i有 0 ≤ µi ≤ 1。已知 F(p1, p2, ..., pn) = C，找到可能的 µi 使得 F(q1, q2, ..., qn)取到最大值

或者最小值。

数据范围 n ≤ 50000

解题思路 以求最大值为例。令 g(µ) =
∑

i piµi −C，那么固定了 λ后问题变成最大化∑
i

(qi − λpi)µi + λC

，只需要找到 qi − λpi 最大的 i令 µi = 1即可。8

8本题也可以直接线性规划对偶，对偶后线性规划的约束为半平面交，最优值一定在凸包上取到。两个做法本质一样。
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4.3.2 例：[Utpc2012.10]きたまさの逆襲

题目描述 给定一张二分图 (U,V)，边 u→ v有边权 wuv。有 k个互相不交的集合 Ui，可以

用 bi的代价让所有边 u→ v满足 u ∈ Ui的 wuv + 1。希望最大化最小权完美匹配的权值 −花
费的代价。（这里完美匹配指匹配的大小 = |V |）。

数据范围 |U | ≤ 100, |V | ≤ 1000

解题思路 令 λi为集合 Ui加权的次数，fuv表示 u→ v这条边是否在 f 这个完美匹配中，为

那么可以写出目标函数：

max
λ1,...,λk≥0

min
| f |=|V |

∑
i

(
∑
u∈Ui

∑
v

(wuv + λi) fuv − biλi) (11)

整理一下，得到

max
λ1,...,λk≥0

min
| f |=|V |

∑
uv

wuv fuv +
∑

i

(
∑
u∈Ui

∑
v

fuv − bi)λi (12)

正好是 min max的形式。把 λi看作拉格朗日乘子，
∑

u∈Ui

∑
v fuv − bi ≤ 0看作约束，那么 (12)

就是拉格朗日对偶后的形式，对偶回去就是

min
| f |=|V |

∑
uv

wuv fuv∑
u∈Ui

∑
v

fuv ≤ bi

由于 Ui不相交，约束即为对于 Ui中的点流量总和要 ≤ bi，要求最小费用的完美匹配，直接

最小费用流即可。

最后还剩下一个问题，原题意中要求 λi 都为整数，而 (11)中并没有这一要求。想到之前已
经说明拉格朗日乘子和对偶变量等价，而根据上文中的费用流的关于整数性的引理，整数

费用流的对偶也一定有整数最优解，那么也就说明一定可以在拉格朗日乘子为整数处取到

最优解，从而说明了本题做法的正确性。

4.4 总结

在本节中，作者总结了三类线性规划对偶的应用。

转化成费用流模型，模型较为固定且整数性有保证，困难之处在于把题目中原来的目

标函数和约束改写成我们需要的形式。有时转化成费用流后还需要数据结构优化。

转化成动态规划模型，一般针对序列上的问题，原问题目标函数的系数较小故对偶后

可能的状态较少。此种转化较为困难的地方在于证明最优解的整数性，需要具体问题具体

分析，常用调整法和归纳法证明。
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利用拉格朗日对偶的特殊应用有两种，其中第一种和线性规划对偶的做法本质相同，而

第二种将 min max的问题转化成只有 min或 max的问题，简化了目标函数。同样，需要注

意整数性的分析。

在信息学竞赛中，转化成其它模型（如半平面交）的线性规划对偶也有许多。线性规划

将题目的约束和目标本质地、显式地表达出来，而线性规划对偶有时能挖掘出原问题的优

越性质，从而高效地解决问题。

对于线性规划对偶的应用，应该还有许多的发展空间。欢迎大家在这类问题上进行更

多的思考和总结。
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